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Introducao a Matematica

Conjuntos Numeéricos

Os conjuntos numéricos compoe uma parte fundamental da Matemaética, notadamente no
contexto de aplicagao a outros campos de estudo. Atualmente tais conjuntos englobam os
nimeros naturais, inteiros, racionais, reais e complexos, denotados respectivamente por
N, Z, Q, R e C. Os trés primeiros podem ser apresentados de maneira direta e simples,
como na seqiiéncia:

N = {0,1,2,3,--}
Z = {-,-3-2,-1,01,23,---}={0,+1,4£2,4+3.--- }

Q = {grpequ,q%O}

Note que os dois primeiros conjuntos sao apresentados com forte apélo ao bom senso
e a uma espécie de nocao intuitiva de recursao, propriedade intrinseca ao conjunto dos
numeros naturais, "escondida" as vezes sob o apelido de existéncia de sucessor. Quanto ao
conjunto dos nimeros racionais, a apresentagao usa o conjunto dos inteiros (Z) e introduz
uma simbologia que é a da fracao, que por sua vez precisa de uma informacao adicional:
a equivaléncia. Duas fracoes sao ditas equivalentes ou iguais de acordo com o seguinte:

m p

— == <= mg=mnp

n q
neste caso dizemos que representam o mesmo nimero racional. Também se torna necessario,
no sentido de fazer com que os nimeros racionais englobem os inteiros, que se faga a con-
vencao de que as fragoes de denominador 1 representem o nmimero inteiro correspondente
ao seu numerador.

A construcao do conjunto dos mimeros reais é extremamente técnica e foge do escopo
de qualquer texto introdutério de Matematica. Apresentaremos R como sendo o conjunto
dos nimeros identificados com os pontos da reta numérica. Esta forma se deve ao fato de
que os nimeros racionais sao identificados de forma simples com pontos da reta numeérica,
usando os conhecimentos de Geometria Plana, como ilustrado a seguir.
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O conjunto dos nimeros complexos, C' serd estudado mais adiante.



1 Operacoes com niimeros

As operacoes com nimeros sao as usuais, denominadas de Adicao e Multiplicacao, ficando
subentendidas as operacoes definidas a partir destas (subtragao e divisdo). Sao supostas
conhecidas as regras ou algorftmos. Sao supostas conhecidas as operacoes com nimeros
inteiros, porisso apenas apresentamos as definicoes de adicao e multiplicagao de fragoes e
enunciamos logo em seguida as propriedades bésicas.

Defini¢ao 1 Dados os niimeros racionais v = * ¢ s = % definimos
mq + np
rts=——-
nq
€ mp
rXs=—
ngq

Observagao 1 Para os nimeros reais a, b e ¢ sao vdlidas as propriedades a sequir:
(i) a+ (b+c) = (a+0b) + ¢ (Associatividade da Adigao)

(ii) a+ b= b+ a (Comutatividade da Adigao)

(iii) a + 0 = a (Existéncia de Elemento Neutro da Adigao)

(iv) 3 — a € R satisfazendo a relacdo a + (—a) = 0 (Existéncia de Opostos)

(v) a-(b-c)=(a-b)-c (Associatividade da Multiplicagao)

(vi) a-b="0-a (Comutatividade da Multiplicacao)

(vii) a-1=a (Existéncia de Elemento Neutro da Multiplicagao)

(viii) Ja~! € R satisfazendo a relagao a - (a=') = 1 (Existéncia de Inversos)

(ix) a-(b+c¢) =a-b+ a-c (Distributividade)

Estas propriedades tém por objetivo completar a apresentacao do conjunto dos niimeros
reais e sao uteis no estudo das expressoes algébricas.

2 Potenciacao e Radiciacao

A potenciacao é uma operacao que pode ser considerada como notacao simplificada de
certas operagoes. No caso de expoentes inteiros positivos isto é feito de maneira recursiva.
Uma operagao (ou um raciocinio) esté na forma recursiva, quando é definida inicialmente
para um nuimero inteiro e, a partir daf se define usando o conceito de sucessor, como no
exemplo que segue.



Defini¢ao 2 Seja a um nimero real nao nulo e n um inteiro nao negativo (ou natural).
Neste caso define-se a™ da sequinte forma:

@ =1
n+1 _ n

Exemplo 1 3! =3%-3=3
Exemplo 2 35 =3*-3=(3%-3)-3=1(3%-3)-3]-3={[(3!-3)-3]-3}-3.

Na definicao apresentada, o mimero a é denominado base e n é o expoente, enquanto
o resultado é denominado poténcia. Observe também que, no caso de expoente positivo,
a poténcia corresponde ao produto cujos fatores sao iguais a base e o niimero déles é o
expoente. A exigéncia de que a base seja nao nula tem uma razao especial que serd estu-
dada nos exercicios. Para manter coeréncia com as propriedades conhecidas das poténcias,
define-se poténcia com expoentes inteiros negativos da seguinte maneira.

Defini¢ao 3 Seja a um nimero real nao nulo e n um inteiro positivo (ou natural). Neste
caso define-se

Exemplo 3 7' =1

-3

Exemplo 4 27% = 5 =1

Exemplo 5 (%)75 = 32 (verifique).

A definicao de radiciagao, apesar de simples, é indireta, mas é necessaria quando se
pretende definir expoente racional.

Definigao 4 Sejam a e b nimeros reais nao nulos, de mesmo sinal e n wm inteiro positivo.

Se b" = a, entdo define-se
Va=b.

A partir da radiciagao se define expoente fraciondrio.

Exemplo 6 /—32 = —2; v/81 =3

Definigao 5 Se a é um nimero real nao negativo e r = =, entao define-se

a" = vam



Observagao 2 nao hd coeréncia na definicao dada, se admitirmos a negativo, por exems-
plo, se a = —1 e n = 3, sabendo que
1

)

2
6
teriamos:

0 = (—1)F = Y/—1=-1

= (1) =/(-1)?=V1=1

que é uma contradicao inadmissivel.

e também

ol

1
as =a

Observacao 3 Para o0s nimeros reais nao negativos a, e b e para os nimeros racionais
r e s, sao vdlidas as propriedades a sequir:

(i) a"-a° =a* (iii) (a")’ =a" v) (%) =%
(i) & =a (iv) (a-b)" =a"-b"

Observagao 4 Para expoentes inteiros positivos as propriedades (i), (i) e (iv) sao vdl-
tdas, mesmo que as bases envolvidas sejam negativas ou nulas.

Exemplos 1 Confira os exemplos a segquir
(a) 22206 = 922+0 — 98, (d) (2-3)* = 2% x 3* = 1296
(b) & =50 =5

(c) (3%)
Exercicios 1 Calcule:

(a) 2 (d) (-2)° (&) (-3)°
(b) (~2)° (e) 1%

(c) —2° (f) 04 (h) (0,01)°
Exercicios 2 Simplifique as expressoes:

(2) 2 x 3" x 1283 (c) V1+ V0 + V31 (r) 2822

Wl

= V3 (@ () =54

(NI

— 3373 =3

(d) /81 + /—125 — /64 .
(b) 2278 () 232528 (8) (3)°

Expressoes Algébricas

Existem basicamente dois tipos de problemas em que o uso de expressoes algébricas simpli-
fica sua resolucao: aqueles em que se procura um ou mais valores numéricos satisfazendo
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certas relagoes estabelecidas (equagbes ou inequagdes) e aqueles em que se busca descrever
o comportamento de parametros interdependentes. Nos dois casos, os valores numéricos
ou os parametros sao representados por letras do alfabeto sendo estas, no primeiro caso,
denominadas incégnitas e, no segundo caso, varidveis. O uso de expoentes simplifica
a escrita das expressoes algébricas. Dentre as expressoes algébricas serao estudadas as
expressoes polinomiais com "poucas" varidveis.

3 Polinbmios

Os polinémios sao expressoes algébricas obtidas com o uso da adigao, subtracao e multi-
plicacdo (incluindo potenciacdo com expoentes inteiros). Sao exemplos de polinémios:

3ryz® — 7?4+ 1, s* + 13t — 1, 55, azx® — bz + ¢, 12zy2>

Observacao 5 Quando nao hd de fato adicao ou subtracao, o polindomio tem o nome de
mondmio. Os mondmios formam os térmos dos polinémios. O fator numérico do térmo
ou do mondomio é denominado coeficiente e a soma dos expoentes das varidveis é o grau
do monomio ou do térmo. O grau do polindomio é o maior dentre os graus de seus térmos.

Para simplificar a classificacao dos polindmios, convenciona-se considerar as primeiras
letras do alfabeto como sendo constantes, reservando as letras finais para desempenharem
o papel de varidveis. Assim, por exemplo, para se referir a qualquer polindmio de grau
trés na varidvel z, se diz "polindmio da forma ax® + ba® + cx + d". As operagoes com
polinémios sao definidas partindo das operagoes com nimeros e, exceto a existéncia de
1mversos, as demais propriedades continuam validas para os polindmios.

Também se consideram nimeros como parte da colegio dos polinémios. O nimero
zero, 0, é também denominado polindémio nulo enquanto que os demais niumeros sao 0s
polindmios inversiveis ou de grau zero.

Outra observagao: na multiplicacao de polindmios, o grau do produto é a soma dos
graus dos fatores correspondentes.como no exemplo

(22" — 32* +5) (32® — bz + 1) = 62° — 102° — 72" + 152° + 122° — 252+ 5

Observe que os graus dos fatores sdo 4 e 2, respectivamente e o do produto é 6 que é a
soma 4 + 2.

As propriedades das operagoes com polindmios tém analogia com as correspondentes
dos inteiros, inclusive quanto ao Algoritmo da Divisao e a fatoragao. Desse modo, uma
parte dos polindmios admite fatoracao. Por fatoragao, entende-se um produto em que
cada fator é um polindémio de grau positivo.

3.1 Produtos Notaveis

Alguns problemas envolvendo polinomios tém sua resolucao simplificada com o uso de
produtos notdveis. A seguir apresentamos alguns deles. Uma igualdade de expressoes
algébricas expressa uma condi¢ao ou exigéncia a respeito das varidveis envolvidas e tem
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o nome de equagao. Nem toda substituicao de valores de varidveis por nimeros em
uma equagao a torna verdadeira. No extremo oposto dessa observacgao, isto é, quando
qualquer substituicao torna verdadeira a equagao, entao esta é denominada identidade.
Uma identidade também significa que um membro da igualdade pode ser obtido a partir
do outro mediante sucessivas aplicacoes das propriedades das operagoes das expressoes
algébricas. As equacgoOes serao estudadas num tépico a parte. Quanto as identidades,
estudamos a seguir algumas que, pela sua importancia na fatoracao de polindémios tém o
nome de produtos notdveis.

Observagao 6 As sequintes propriedades sao vdlidas para as expressoes algébricas en-
volvidas:

(a) (x+a)(x—a)=12%—d> (c) (x+a)(?Far+ad®)=23+d?
(b) (z+a)® =22+ 2az + a? (d) (z+a)® = 2%+ 3a2? + 3%z £ d®

Nos produtos notéveis, x e a podem ser substituidos por expressoes algébricas e fun-
cionam como método direto de obtencao de certos produtos. Esse tipo de problema tem,
na maioria das vezes, apenas um papel de estabelecer familiaridade com o assunto, no
intuito de facilitar a compreensao simples de métodos de fatoracao de polindmios.

Exemplos 2 Nos exemplos a sequir se utilizam os produtos notdveis para obtencao direta
dos resultados.

(a) (3zy2 + 2zy) - (3zy? — 2zy) = (3zy2)” — (22y)? = 9z2y* — 42%y?

(b) (22%y + 3zy)” = (222y)” + 2 - (22%y) (3zy) + (3zy)? = 4aty? + 122392 + 92y
() (22 +y)[(20)" = 2)y +?] = (22)° +¢* = 82® + ¢

(d) (52 +3y)° = (52)° +3(3y) (52)" + 3 (3y)" (5x) + (3y)’

Exercicios 3 Desenvolva as expressoes com o uso de produtos notdveis.

(a) (4z + Ty) (4o — Ty) (e) (322%y + 5x) (9xy? — 1523y + 2522)
(b) (2zy® +5)*
(c) (32%y —5z)°
(d) (32%y — 5x) (92 + 1523y +2502) (&) (2* +4) (2® — 4)

() (22 +3y)°

3.2 Fatoracao

Fatorar um ntimero inteiro significa escrevé-lo como um produto de inteiros. Se cada
fator puder, por sua vez, ser fatorado, o processo continua. Este procedimento nao se
repete indefinidamente: para no momento em que os fatores sao primos, isto é, nao
admitirem fatoracdo nao trivial (uma fatoracao ¢ dita trivial se um dos fatores é uma
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unidade (1 ou —1) e o outro é o préprio nimero ou seu oposto). Com os polinémios h4
muita semelhanca com os problemas de fatoracao. Em primeiro lugar, é imediato que o
processo de fatoracao de um polinémio nao poderia ser feito indefinidamente se se quizer
fatorar com polindmios de grau menor que o proprio, por conta da aditividade do grau na
multiplicacao de polindmios. Inicialmente se considera como fatoragao um produto em que
cada fator tem grau maior que zero. Consideram-se os niimeros nao nulos como unidades,
o que significa que admitem inversos. Por outro lado, o conjunto dos coeficientes também
influi nas possibilidades de fatoragao. Assim, enquanto que, no conjunto dos polinémios
com coeficientes reais o polinémio z? — 2 se fatora como

x2—2:(:r+\/§) (x—ﬂ)

0 mesmo nao acontece no conjunto dos polindémios com coeficientes racionais. Trabal-
haremos apenas com os polindmios a coeficientes inteiros e consideraremos apenas as
fatoragoes cujos fatores sejam polinomios a coeficientes racionais.

3.2.1 Regras simples de fatoragao

As regras a seguir sao uteis como orientacao para obter a fatoracao de um polinébmio. A
primeira delas se baseia na propriedade distributiva enquanto as outras se baseiam nos
produtos notéaveis.

1. Fator monomio comum. Se os coeficientes dos termos de um polinémio tém um fa-
tor comum, digamos d, entao o mondémio de coeficiente d e cujas varidveis sao as
varidveis do polindmio, com os menores expoentes é denominado fator monomio
comum e podemos iniciar a fatoracao, como no exemplo

362y 2 — 302y + 422ty = 622y (nyz -5+ 7x2) .
Note que o fator entre paréntesis nao estd na ordem padrao.

2. Diferenca de quadrados. Se um polinémio se escreve como diferenca de quadrados de
dois mondémios ou, numa situagao mais complexa, como diferenca de quadrados de
dois outros polindmios, entao o polinémio se escreve como o produto da soma pela
diferenca destes, como no exemplo

25x4y° — 4a? = (5x2y3 + 2x) (5x2y3 — Qx) .

Note que um mondémio é um quadrado quando o seu coeficiente é um quadrado e,
simultaneamente, os expoentes das varidveis sao nimeros pares.

3. Trinomio quadrado perfeito. Um trindémio da forma
M?*+2MN + N2,
onde M e N sao monomios, entao ele se escreve na forma

M?+2MN + N? = (M + N)?,
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como no exemplo a seguir
25x2y% + 20wy> + 4 = (5xy3 + 2)2 .

Observe que o quadrado do mondmio M = 5z ¢ 252%y%, o quadrado do monémio
N =2 ¢4 e o dobro do produto MN ¢ 2MN = 2 x (5xy) X 2 = 20xy>, o que
mostra a igualdade.

4. Soma ou diferenca de cubos. Neste caso, usa-se a Observacao 6 item (c) da pagina 6
para fatorar, como nos exemplos

1252%y" =8 = (5ay® —2) (252%y° + 10xy” + 4)
1250°y° +8 = (5ay® +2) (252%y° — 10xy° 4 4)

Exercicios 4 Fatore os polindomios

(a) 42” + 4oy + y? (d) 922 + 2423y + 162%y>  (g) 2 — 4¢°
(b) 422 — dxy + 12 (e) 2723 + 8203 (h) 82° +y* + 6xy® + 1222y
(c) 32z%y? — 1822 (f) 8x3yS — 2752 (i) 8z% — 1 + 6ay? — 122%y

Equacoes

As equagoes sao igualdades entre expressoes algébricas. Conseqiientemente uma equagao
consiste em uma afirmacao ou ainda uma restricao a respeito das varidveis envolvidas.
Assim, por exemplo, as expressoes algébricas 3x + 5 e 2z + 3 nao fazem restricao ao valor
que se pode atribuir & varidvel x, uma vez que nada afirmam a respeito. Se se atribui
o valor 1 a varidvel x, a primeira expressao corresponde ao nimero 8, enquanto que a
segunda corresponde ao nimero 5 e tudo esté resolvido. No entanto, quando se escreve

3r+5=2x+3
e se atribui o mesmo valor a z, a igualdade correspondente a essa substituicao seria
8=5

que nao faz parte das sentengas escolhidas como verdadeiras, ou seja, o valor 1 atribuido
a x nao faz com que a igualdade seja verdadeira.

A menos que seja explicitado, denominam-se incégnitas as varidveis que compoem a
equacao. Uma solucao de uma equagao consiste numa familia de valores atribuidos as
incégnitas que tornam a igualdade verdadeira.

Exemplo 7 A equagdo
32%y — 5y?r + 57 = V2t + 7
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é uma equagao nas incognitas x, y e z. Também se diz que é uma equacao em x, y €
z. Neste caso, uma solugdo consiste num terno de valores (x,vy,z) que tornam a equa¢do
uma igualdade de fato. Desse modo, o terno (1,2,3) é solugao conforme os calculos

3x12x2-5x%x22x3+57 = 6—60+57
= 3
Ix 1247 = V24+7=1/9=3.

Observe que o terno (2,1,3) nao é solugdo, o que ilustra a importancia da ordem dos
valores.

Ha4 dois tipos de problemas envolvendo equagoes: 1) verificar se determinados valores
para as varidveis formam uma solugao e 2) encontrar solugoes da equacao. Inicialmente
estudaremos o primeiro tipo de problema

4 Equacoes Polinomiais

Uma equacao é polinomial se as expressoes envolvidas sao polindmios. Neste caso, apds
a simplificagdo (estudada adiante), o maior grau dos polindmios envolvidos é o grau da
equagao. Também serao estudadas as equacoes a uma ou duas varidveis.

Exercicios 5 Em cada problema a sequir sao dados valores as varidveis e pede-se que
verifique se os valores dados sdo solugoes das respectivas equagoes.

(a) 422 + 4wy + y* = 25; (x,y) = (2,1) (f) 272% +82° =35; . =1
(b) 42% — 4zy + y* = 16; (z,y) = (1,6).
(c) 322%y? — 1822 =12, (z,y) = (1,0
(d) 32z%y* — 1822 = 18; (z,y) = (1,0
(e) 2723 + 828 =22 =1

(g8) «® —4y® =12; (z,y) = (4,1)

~—

(h) 22 —4y* =12; (z,y) = (1,4)

~—

(i) 422 — 4oy + y? = 16; (z,y) = (6,1).

Funcoes

As fungoes sao relacoes estabelecidas entre duas ou mais varidveis, de modo que o valor
de uma delas fica determinado a partir dos valores atribuidos as demais.e se diz simplifi-
cadamente que aquela ”¢é fungao” das tltimas. Outra forma de ver as fungoes consiste em
interpretd-las como regras de associacao entre as varidveis, inspirando a notacao padrao
x +— y para indicar que a cada valor atribuido & varidvel x se associa um valor determi-
nado a varidvel y. Estudaremos as fungoes tentando visualiza-las das duas maneiras, em
ambos os casos olhando-as dentro do produto cartesiano.



5 Produto Cartesiano

O termo " Cartesiano” vem de Cartesius, nome em Latim do filésofo e matematico francés
René Descartes ¢ uma construcao formal de conjuntos a partir de outros conjuntos, ex-
pressa da forma que segue. Considere os conjuntos A e B. O produto cartesiano de A
por B é denotado e definido assim

AxB={(z,y):x € Aey € B}

significando que o produto cartesiano consiste de todos os simbolos construidos por pares
de valores atribuidos as varidveis z e y de modo que cada valor atribuido a = faca parte
do conjunto A e cada valor atribuido a y faca parte do conjunto B. Deve-se observar que
nesse tipo de simbologia nao sao dadas interpretacoes aos sfmbolos .

Exemplo 8 Suponha que o conjunto A seja constituido pelos nimeros 1, 3, 5, 7 € 8, e
que o conjunto B seja constituido pelos nimeros 0, 1 e 8. Neste caso, estes conjuntos
podem também ser escritos da maneira sequinte

A = {1,3,5,7,8)
B = {0,1,8)
e o produto cartesiano A x B é constituido pelos simbolos (1,0), (1,1), (1,8), (3,0), (3,1),
(3,8), (5,0), (5,1), (5,8), (7,0), (7,1), (7,8), (8,0), (8,1) e (8,8) ou ainda
Ax B = {(1,0),(1,1),(1,8),(3,0),(3,1),(3,8),(5,0),(5,1),(5,8),(7,0),(7,1),
(7,8),(8,0),(8,1),(8,8)}

O tnico produto cartesiano que estudaremos serd o produto R x R, também denotado
por R? que é descrito formalmente por

R? = {(z,y) : v ey € R}

Observe que nao se féz uma lista completa dos elementos que constituem tal conjunto
dada a impossibilidade disto ser feito. Este produto é interpretado como sendo um plano,
denominado plano cartesiano, mediante a correspondéncia descrita assim:

(i) tracam-se, no plano, duas retas que representam os nimeros reais, de modo que

e as origens (ou seja, os pontos que representam o nimero 0 em cada reta) coinci-
dem;

e um deles tem a direcao considerada horizontal, com o sentido positivo apontando
para a direita (denominado eixo z) e o outro é perpendicular a este (diregao
portanto considerada vertical), com o sentido positivo apontado para cima
(denominado eixo y).

(ii) a cada par (z,y) que constitue o produto cartesiano R? associa-se o ponto do plano
que ¢ a intercecao das retas r, e r, sendo
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e 1, a reta vertical que passa pelo ponto que corresponde ao valor da varidvel x do
eixo .

e 1, a reta horizontal que passa pelo ponto que corresponde ao valor da varidvel y
do eixo y.

5 Plx )

- N w s

A partir dos conhecimentos de Geometria Euclidiana Plana, pode-se concluir que a
correspondéncia assim construida é bijetora, o que faz do plano uma representacao perfeita
do produto cartesiano R?.

6 Funcoes

Uma funcao do conjunto A no conjunto B é um subconjunto f do produto cartesiano
A x B, que satisfaz as condigoes:

i. f tem pelo menos um ponto (xg, yo);

ii. dado o ponto (¢, o) € f, nenhum outro ponto de primeira coordenada x, pertence a

f.

O conjunto dos valores de x € A que comparecem como primeira coordenadas de
pontos de f é denominado dominio de f, denotado por D (f) ou Ds. Se (zo,y0) € f,
entao se diz que yo ¢ o valor de f no ponto xg e se escreve yo = f (o). O conjunto de
todos os valores de f é a imagem de f, denotado por Im (f). Nesse caso, a fungao f é
descrita assim

f - D f —B
x —f(z)
Nosso objetivo é o de estudar as funcoes de R em R, denominadas fungoes reais de uma
varidvel real. Essas funcoes serao apresentadas como equacoes nas varidveis x e ¥y, que

vinculam seus valores. Esse vinculo pode ser apresentado de forma explicita, ou seja, na
forma y = f (z), ou na forma implicita, como na equagao x? + y? = 25.
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6.1 Funcoes especiais

Neste ponto estudaremos alguns tipos especiais de funcoes e os métodos de fazer um esboco
de seus graficos. Sao as funcoes lineares, as fungoes quadraticas, as fungoes logaritmicas
e a funcao exponencial.

6.1.1 Funcoes lineares
As funcoes lineares sao as fungoes da forma
y=axr—+b

onde a e b sao niimeros reais fixos. Uma tal funcao consiste de pontos de uma linha reta,
daf o nome funcao linear, como ilustra a figura.

Se a = 0. entao a funcao é denominada fungao constante, uma vez que para cada
r € R estd associado sempre o mesmo valor, b, pela funcao. Seu grafico é uma reta
horizontal (ou seja, paralela ao eixo ) como ilustra a figura.

[N]SR
-
Il
>

Sabendo que o grifico de uma funcao linear é uma linha reta, o esbogo é uma tarefa
simples pois sua determinagao é feita com a obtencao de dois de seus pontos, obtidos com
a substituicao de dois valores quaisquer para a varidvel x, na equacao que a define, como
no exemplo.

Exemplo 9 Para obter o grifico da funcao y = 2z — 1, atribuindo os valores 0 e 2 &
varidvel x, obtemos os pontos (0, —1) e (2, 3) e obtemos o seguinte esbogo.

12
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Exemplo 10 Um caso particular das fungoes lineares é a func¢ao identidade, definida por
y = x e seu grifico é a diagonal do primeiro e terceiro quadrantes do plano R2.

6.1.2 Funcoes quadraticas

As fungoes quadréticas sao aquelas em que a uma das varidveis é expressa como um
polindbmio de grau dois na outra. Assim, temos efetivamente dois tipos possiveis: y =
ax? + bz + ¢, ou entdo y = Vax + b+ ¢, onde a # 0. Como padrao a literatura considera
como funcao quadrética apenas o primeiro tipo mas, de fato, o segundo também é, uma vez
que, dentro do dominio, podemos expressar x em funcao de y, assim: x = éyQ — %y—l— %
que garante, por analogia entre as expressoes, que os graficos sao semelhantes. Um esboco
do gréfico de uma funcao quadrética por analogia com o do gréfico da funcao y = 22, que

por sua vez pode ser obtido mediante as seguintes observacoes:

2

e O valor da expressao x* é sempre positivo ou nulo, caso se atribua o valor zero & varidvel

x.

e O grifico é simétrico em relacao ao eixo x, uma vez que o valor de 2 ndo se altera pela
troca de sinal do valor atribuido a x.

2

e O valor da expressao r* aumenta mais rapidamente que o valor absoluto de x.

Com essas observagoes e usando alguns valores, pode-se concluir que os gréficos das
fungoes y = 22 e y = /7 tém o seguinte esboco:
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Observagao 7 A titulo de ilustra¢ao, a pardbola é uma figura plana definida a partir de
uma reta denominada diretriz e de um ponto denominado foco. Nesse caso, a pardbola
consiste dos pontos do plano cuja distancia ao foco é sempre igual a distancia a diretriz,
como ilustrado a sequir. Munido dos conceitos de Geometria Analitica e dessa definicao,
mostra-se que uma pardbola de diretriz horizontal ou vertical é descrita por equacoes do
tipo y = ax?® +bx +c e x = ay® + by + ¢ respectivamente. Um espelho de forma parabdlica
reflete todos os raios paralelos a seu eiro de simetria na dire¢ao do foco. Fssa obser-
vagao permite uma vasta gama de aplicagao, inclusive na drea de saude: hd um tipo de
intervencao, denominada Litotripsia extra-corpdrea por ondas de choque que utiliza essa
propriedade para quebrar cdlculos renais.

Eixo de simetria

Foco
Veértice

Diretriz

De volta as equacoes

Na primeira apresentagdo das equagoes descrevemos o conceito de solu¢ao (também de-
nominada de raiz) de uma equagdo. Ficou nas entrelinhas que uma solugao consiste de
valor(es) atribuido(s) a(s) varidvel(eis) que torna a equacao verdadeira. Dessa forma,
considerando a condigao (ou restrigao) que é a equagao, ela de fato define um conjunto
dentro do universo em questao que é denominado conjunto solucao. O nmimero de incég-
nitas define o universo citado. A titulo de exemplo, a equacao z2 — 9 = 0, por ter uma
lnica incégnita, define um conjunto ”dentro” do conjunto dos niimeros reais e diz-se que
o universo é o conjunto dos nimeros reais, enquanto que a equacao 2 + y? = 4, por ter
duas incégnitas, define um conjunto dentro do conjunto dos pares ordenados (z , y) de
R2, ou do plano cartesiano tal como foi identificado. Quanto as equacoes, nosso interesse
é, de agora em diante, descrever o conjunto solugao ou conjunto das raizes de certos tipos
de equagoes ou de sistemas de equagoes. O conjunto de todas as solugoes de uma equagao
¢ denominado conjunto solucao da equacao. Para isso, identificaremos de certa forma o
conjunto solucao com a equacao. Assim, duas equacoOes serao consideradas equivalentes
se tém o mesmo conjunto solucao. Resolver uma equagao ou um sistema de equacgoes
significa obter uma equacao ou sistema equivalente, de modo que os valores possiveis das
varidveis sao descritos de maneira evidente.

Exemplo 11 A equacdo x> —9 = 0, por mais simples que possa parecer, nao apresenta

0s valores possiveis para a varidvel x, no entanto, se escrevemos r = 3 ou x = —3, 0S8
valores possiveis para a varidvel x sao descritos de forma evidente. Digamos que resolver
a equacao inicial consiste em mostrar que ela é equivalente o senten¢a 't =3 oux = —3°.
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Exemplo 12 Também, por mais simples que possa parecer, nao é evidente que, dentro
do conjunto dos niimeros reais, a equacao 27x> — 9x — 52 = 0, seja equivalente & equagdo
r = %, sendo que esta ultima realmente apresenta a tnica possibilidade de solucao, de
forma bem mais evidente que a primeira!

A obtengao de equagoes equivalentes a uma dada equacao é elementare se baseia entre
outros, nos seguintes principios

e Se uma expressao é obtida de outra por uso das propriedades elementares das operacoes,
entao a substituicao de uma por outra numa equagao leva a outra equacao equiva-
lente. Por exemplo uma fatoracao significa que a expressao fatorada conduz a outra
por meio do uso de tais propriedades. Assim, sabendo que z? —9 = (z + 3) (z — 3)
¢ uma fatoracao, concluimos que a equagdo 2> — 9 = 0 é equivalente & equacao
(x +3) (z —3) = 0. Ora, essa tltima equagao exibe um produto de dois nimeros
tendo resultado nulo, o que exige que pelo menos um dos fatores seja nulo ou:
r+3=0oux—-3=0.

e A adigdo (ou subtragdo) de um mesmo valor a ambos os membros de uma equagao
conduz a uma equagao equivalente. Exemplos: a equacao x + 3 = 0 é equivalente
a equacao x = —3 (foi subtraido o nimero 3 (ou somado o nimero —3) a ambos
os membros da equagao), da mesma maneira que se conclue a equivaléncia entre as
equagoes t —3 =0ex = 3.

e A multiplicagao (ou divisao) de ambos os membros de uma equagao por um nimero real
nao nulo conduz a uma equacao equivalente. O uso deste principio exige cuidado
quando se efetua a divisdo por expressoes como no exemplo: a equacgao 22 = 2z nao
é equivalente a equacao x = 2.

6.2 Equacoes do primeiro grau
As equacoes do primeiro grau sao aquelas do tipo
ar+b=0,a#0

e sua resolucao é muito simples: a equacao ax + b = 0 é equivalente a equagao

r=—-.
a
Essa verificacao é simples e direta, mediante o uso dos principios citados na secao anterior.

Exemplo 13 A equacdo 22 — 3x + 5 = 22 — 5z + 11 é equivalente & equacio 2x — 6 = 0
que é do primeiro grau e tem conjunto solugcao S = {3} (verifique!).

Exemplo 14 Outro tipo de problema que surge com freqiiéncia na literatura consiste em
apresentar um pardmetro na equacao, de modo a ter uma raiz especificada, como a sequir.
Sabendo que —3 ¢é raiz da equagao 6 — 2 (x4 1) = 7 —m, determine o valor de m.
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6.3 Equacoes do segundo grau

As equacoes do segundo grau tém sido utilizadas pelo menos desde o periodo conhecido
na histéria como babilénico (1700 al800 AC). O fato é que um papiro desse periodo foi
encontrado e a sua traducao mostrou uma técnica, bastante sofisticada para a época,
de obtencao de dois nimeros cuja soma e produto sao conhecidos'. Essa formulacao
tem atualmente o nome de forma normal de uma equagao de segundo grau. Como o
nosso objetivo é descrever o conjunto solucao, nao apresentaremos nenhuma férmula para
obter raizes de uma equacao do segundo grau. S6 nos interessa a resolucao que utiliza a
fatoracao. Ainda assim, como medida para se ter seguranca na obtencao da fatoragao,
serd apresentada a féormula do discriminante da equagao.

Uma equagao do segundo grau é uma equagao do tipo

ar’ +bx+c=0,a#0,

sendo que consideraremos apenas os casos em que a, b e ¢ s@o nimeros inteiros. O
discriminante é a fungao dos coeficientes (a, b e ¢), dada por

A = b — 4dac

sendo que a expressio azx? + bz + ¢ admite fatoracdo quando A > 0 e é irredutivel
caso contrario. Caso se considere a fatoragdo no universo dos polindmios a coeficientes
racionais, exige-se ainda por cima que A seja um quadrado de um nimero racional.

6.3.1 Fatoragao de um trindémio geral do segundo grau

A fatoracio de um trinémio do tipo az? + bz + ¢ = 0 é feita com base no produto notével
(nao apresentado anteriormente)

(Az + B) (Cz + D) = AC2* + (BC + AD)x + BD.

Quando a = 1 o trindbmio é denominado moénico e vale a seguinte versao simplificada do
Teorema de Gauss

Teorema 6 As raizes racionais de um polindémio monico (coeficientes inteiros) sao nimeros
inteiros.

Sendo monico o polindmio, o produto notédvel apresentado pode ser considerado com
A=C=1:
(x+B)(x+D)=2>+(B+D)r+ BD

e o trabalho se reduz a procurar um par de niimeros inteiros B e D cuja soma é b e cujo
produto é c.

1O método ¢ descrito assim:

1. Tome a metade da soma; 4. tire a raiz quadrada do resultado;
2. tome o quadrado do resultado; 5. adicione a metade da soma ao resultado e
3. subtraia o produto; obtenha um dos nimeros.
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Exemplo 15 A expressio x> — 5z + 6 se fatora assim:
2 —5r+6=(z—2)(z—3)
Portanto a equacao
2? —5x+6=0

¢é equivalente & equacao
(x—2)(z—3)=0

que, por sua vez, é equivalente a
(x—2)=0ou (z—3)=0,

que é equivalente a
r=2oux=3

sendo portanto o conjunto solucao dado por

S ={2, 3}.
Exercicios 6 Fatore os trinomios a sequir.
(a) 22 +2x—15 (f) 622 +52—6 (k) 4z* — 12022 + 423
(b) 622+ 9z — 15 (g) 2> +4z+1 (1) 3023 + 2522 — 30x
(c) 2> =62+ 10 (h) 3z2* — 452° + 623 (m) 22° — 102° — 282*
(d) z*> — Tz —8 (i) 223 — 142 — 162 (n) 24z* + 2023 — 2422
(e) 22 — Tz +8 (G) 2> —br—14 (o) 2?2 —4x —21

6.3.2 Resolvendo uma equacao de segundo grau por fatoracao

Dada a equacao azx? + bz +c =0, a # 0, se o trindémio ax? + bx + ¢, tiver uma fatoragao
esta consistird no produto de fatores de grau 1, por conta da propriedade da aditividade
dos graus em um produto de polinémios, isto é, a fatoracao é do tipo

az® + bz + ¢ = (Az + B) (Cz + D)
o que torna a equagao original equivalente & equacao
(Az+ B)(Cz+ D) =0

e é evidente que esta iltima é equivalente a condicao Az + B=0ou Cz+ D =0 que é
uma condigao que compoe duas equagoes de primeiro grau. Esse tipo de sentenga (que usa
o termo ”ou”) descreve um conjunto denominado uniao, cujos elementos sdo precisamente
os que estao num dos dois ou em ambos. Se, por outro lado, o trinébmio nao se fatora,
isso significa que a equacao inicial nao tem raiz. Mas a fatoracao depende do universo dos
coeficientes, se ¢ o conjunto dos mimeros reais (R), dos racionais (Q) ou dos complexos
(C), estes estudados adiante. Estaremos estudando os polinémios a coeficientes racionais
embora citaremos entre os exemplos a seguir as outras possibilidades.
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Exemplo 16 Considere a equacio x* — 6x +4 = 0. O discriminante é A = 20, que ndo
¢ um quadrado perfeito, mas é nao negativo. A conclusdo é que o trindmio x> — 6x + 4
se fatora dentro da familia dos polindmios a coeficientes reais, como ilustrado

x2—6x+4:<x—3—\/5> (x—3+\/5>

0 que mostra que a equacdo tem duas raizes reais, nenhuma delas racional.

Exemplo 17 Considere a equacdo x> — S8x + 17 = 0. O discriminante é A = —4, que ¢
um negativo. A conclusio é que o trinomio x* — 8x + 17 ndo se fatora dentro da familia
dos polinémios a coeficientes reais. No entanto, esse trinémio se fatora no universo dos
polindmios a coeficientes complexos como ilustrado

2?8 +17= (v —4—1) (v —4+1)
0 que mostra que a equacao tem duas raizes complexas, nenhuma delas real.

Exemplo 18 Considere a equacio x* — 13z + 42 = 0. O discriminante é A = 1, que
¢ um quadrado perfeito A conclusdo é que o trinomio x* — 6x + 4 se fatora dentro da
familia dos polindomios a coeficientes racionais, como ilustrado

2~ 130 +42=(x —7) (x — 6)

0 que mostra que a equacao tem duas raizes racionais, descritas pelas equagoes x = 7 e
r = 6.

Exercicios 7 Resolva, usando fatoracdo, as equacoes sequir.

(a) 22 +2x—15=0 (f) 622 +52—-6=0 (k) 4z* — 12022 +42% =0
(b) 622 4+92—15=0 (g) »*+4r+1=0 (1) 3023 + 2522 — 30x =0
(c) 22 =62 +10=0 (h) 32* — 452> + 623 =0  (m) 22° — 1025 — 282% =0
(d) 2> -T2 —-8=0 (i) 223 — 142% — 162 =0 (n) 24z* + 2023 — 242% =0
() 2> —Tr+8=0 (G) 22 —5r—14=0 (0) 2 —4x —21=0

Sistema de equacoes lineares

Um sistema de equagdes consiste na composicao de uma ou mais equagoes. Se todas
as equagoes sao de grau 1, dizemos que o sistema ¢é linear. Se uma equacao representa
uma restricao aos valores possiveis das varidveis envolvidas, cada equacao acrescentada
representa mais uma restricao. Por outro lado, cada incégnita (ou varidvel) da equacao
representa um grau de liberdade a mais. Essa observacao permite uma conclusao empirica
que corresponde, de certa forma, ao que de fato acontece:
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Observacao 8 Num sistema linear se o nimero de equagoes independentes é m e se o
numero de incognitas é n, sendo m < n, entao a diferenca n—m é o nimero de varidveis
livres.

Os esclarecimentos sobre os termos equacgoes independentes e mimero de varidveis
livres serao feitos de forma indireta nos exemplos que seguem, uma vez que isso exige
uma andlise mais acurada de um sistema.

Exemplo 19 O sistema
20—y =1
dr — 2y =2

¢ constituido de duas equagoes que sao equivalentes. Nesse caso qualquer das duas equagoes
¢ equivalente ao sistema e dizemos que o nimero de equacgoes independentes é m = 1. Mas
o numero de incégnitas é n = 2. Conclusdo: o nimero de varidveis livres é 1. De fato, no
caso presente, podemos atribuir qualquer valor a uma das varidveis e temos possibilidade
de encontrar uma solucao para o sistema.

Exemplo 20 O sistema
2r —y =1
dr —2y =0

¢é constituido de duas equagoes que nao sao equivalentes. Nesse caso, o numero de varidveis
livres é nulo, ou melhor: nao hd varidvel livre. Acontece que um par de valores atribuidos
as varidveis, que satisfaca a primeira delas produz o valor 2 para a expressao 4x — 2y, o
que nos faz concluir que o sistema é contraditorio, nao admitindo portanto solucao.

Exemplo 21 O sistema

20 —y =3

dr+y=9
¢é constituido de duas equacoes que nao sao equivalentes. Nesse caso, o nimero de varidveis
livres € nulo, ou melhor: nao hd varidvel livre. Diferentemente do exemplo anterior, este

sistema admite uma unica solugao, dada por

=2
y=1

No exemplo 19 temos um sistema que é classificado como indeterminado, significando
que é compativel, mas as incégnitas tém uma infinidade de possibilidades, ou seja, o
conjunto solucao ¢é infinito. O gréfico de uma tal solugao consiste do conjunto de pares
(x,y) que satisfazem a equagao que é equivalente ao sistema, no caso, 2z —y = 1 por
exemplo, que ja vimos tratar-se de uma reta. No exemplo 20 temos a situagao oposta, em
que o sistema é classificado como incompativel e o conjunto solucao é o que se denomina
conjunto vazio. Ja no exemplo 21 temos a situagao padrao esperada em que o sistema
define de forma inequivoca a tunica solucao possivel e sua classificacao é como sistema
determinado. Graficamente cada equacao representa uma reta e portanto a solucao é o
ponto comum de intersecao de ambas.
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7 Estudo de um sistema de duas equacoes lineares a
duas incégnitas

O estudo a seguir ¢ um método que de certa forma se aplica a sistemas mais gerais (com
m equagoes e n incognitas, sendo m e n nimeros inteiros positivos quaisquer). Considere

o sistema
ar +by =-e
cx+dy=f
a, b, ¢, d, e e f nimeros reais. A matriz do sistema é
a b
=[]
e a matriz ampliada é
— a b e
A= [ c d f 1

Neste caso, as duas equacoes sao equivalentes se, e somente se, seus coeficientes sao
proporcionais, isto &,

a
c

0 que, por sua vez, é equivalente a uma linha da matriz A ser multiplo escalar de outra,

ou ainda, se existe um nimero real k, de modo a se ter

a=kc,b=kdee=kf

Quando isto acontece com a matriz A e ndo com a matriz A, o sistema ¢ incompativel,
como acontece no exemplo 20?. Quando nao hd proporcionalidade entre as linhas da
matriz A, o mesmo acontece com a matriz A, e as duas equacdes sao de fato necessarias
para descrever o sistema. A conseqiiéncia disto é que o sistema é determinado, sendo seu
conjunto solucao constituido por um inico elemento, como no exemplo 21.

Exercicios 8 Estude cada sistema apresentando as matrizes envolvidas e, caso seja com-
pativel, descreva o conjunto solugao.

or + Ty =2 10z — 6y =4
(a){Qx—?)y:—B (C){15:1:—9y:6
10z — 6y =4 or +y =29
(b){15x—9y:3 (d){10x—4y:10

2Isto é equivalente a

der| &g | a4 =ae] G G| =0
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(e){ Sr +y =29 (h){12x—6y=12

10z + 2y = 58 122 + 6y = 60
5z +y =29 [ 127 — 6y = 12
(f){10x+2y:57 (‘){ 61 — 3y =6

122 — 6y = 12
() { 122 — 6y = 10
Operacoes simples com niimeros
complexos

Os niimeros complexos surgiram diante da impossibilidade de se resolver equagoes do tipo
22 +1 = 0 que nao tem raiz real. Parte-se da definicao de unidade imagindria, 4, definida
pela equacao i? = —1, o que, de imediato, resolve aquela definicao prossegue, de modo
a estabelecer as operacoes respeitando as propriedades das operacoes de niimeros reais.
Assim, um niimero complexo é definido como sendo uma expressao (simbdlica) da forma
z=a+bi,onde a e b € R, onde a é denominado parte real de z, ou em simbolos Re (z) =
a e b & denominado parte imagindria de z, em simbolos Im (z) = b. Identificamos os
numeros reais com aqueles nimeros complexos cuja parte imagindria é nula denominando
imagindrio puro aqueles cuja parte real é nula. As operagoes, considerando os mimeros
complexos z; = a1 + b1t € 29 = as + byt sao definidas por

2142 = (a1 +a2)+ (b1+52)i
Z1° Ry = (alag — blbz) + (Cllbg + (Zzbl)i

Com essas definicoes pode-se observar que as propriedades listadas na observacao
1, pagina 2. Mostraremos a propriedade (viii). Para isso, se z = a + bi, definimos
Z = a — bi, denominado conjugado de z. Observe que 2Z = a® + b? que é um niimero
real positivo. O valor absoluto do niimero z é definido como sendo a raiz quadrada desse
valor: |z| = v/2Z = Va2 + b2. Finalmente, se z & ndo nulo, isto significa que a ou b é nio
nulo. Neste caso, o inverso de z é o mimero complexo

z a _ b ;
VEIR JVEIR

pois

Formalmente o conjunto dos nimeros complexos é definido assim:
C={2=a+0bilaebeR}

Graficamente os nimeros complexos z = a + bi sao identificados aos pontos (a,b) do
plano cartesiano R?, o eixo  denominado eixo real e o eixo y denominado eixo imagindrio
como na ilustragao.
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Observagao 9 Um nimero complexo z = a + bi também pode ser identificado ao seg-
mento orientado ligando a origem (0,0) ao ponto (a,b) do plano. Desse modo um nimero
complexo pode ser descrito pela identificagao do comprimento desse segmento (p = |z|)
e do dngulo que éle faz com o eixo real, digamos 0, como na ilustragcao. Assim, z =
p (cos +isen®) que é denominada forma polar do nimero complezo z.

Im
. 342/
27 o :
il P :
0 ;
32 -1 101 2 3 Re

z -

Essa representacao € itil, pois se pode mostrar que uma poténcia real de um nimero
complezo pode ter uma férmula simplificada®:

2" = p" (cos (nf) + isen (nd))

e, correspondentemente, para se obter uma raiz n-ésima, a formula seria

oo ) m(2))

Exponenciais e logaritmos

Descreveremos as exponenciais e os logaritmos como fungoes. As exponenciais podem ser
consideradas como sendo expressoes que contém varidveis em expoentes. Pelas definicoes
vistas (cf. definigdes 2, p. 3 e 5, p. 3), os valores das varidveis ficariam restritos aos
numeros racionais. A maneira de estender os valores possiveis aos nimeros reais uti-
liza séries de poténcias, que sao generalizagoes de polindmios, obtidas com técnicas de

3Esta férmula tem o nome de férmula de Moivre.
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aproximagoes do Calculo Diferencial. Apelando para a intuicao e para o conhecimento
de fungoes continuas, diremos que a exponencial é a fungao continua y = exp (), que
tem a seguinte propriedade: se r é um nimero racional, entdo exp (r) = €", sendo e o
nimero real cujo valor ¢ aproximadamente 2, 718*. Uma, vez feita essa definicao, escreve-
se exp () = e*, sendo que a varidvel x pode assumir qualquer valor real. Além disso,
pode-se estender também a exponencial para outras bases diferentes do niimero e, mas
para simplificar essa extensao, faremos uso dos logaritmos. Os logarftmos sao as fungoes
inversas das exponenciais® e foi usado inicialmente como auxiliares em calculos numéricos
mais complexos, devido as suas propriedades (cf. observagao 10 a seguir).

Definicao 7 O logaritmo natural ou neperiano de um nimero real positivo x, denotado
por Inx ou logz, ou ainda log, x, é definido por

Inr=y < €’ =ux.
Observacao 10 O logaritmo natural tem as sequintes propriedades:

(a) In(ab) =lna+Inb (c) Ina" =rlna
(b) In (%) =Ina—1Inb

Observacao 11 Para definir exponencial em uma base a diferente de e, usa-se o fato de
que as funcées In e exp sdo inversas uma da outra e a propriedade (¢) da observacao
1°. A taxa de variagcdo de uma funcio exponencial y = a® em relagcdo & varidvel x é
proporcional a x (cf. o tépico 7 a sequir). Essa propriedade torna a exponencial muito
util em diversas dreas de pesquisa como, por exemplo, na Arqueologia (na estimativa de
idades geoldgicas), nas Ciéncias Sociais e na Biologia (no estabelecimento de modelos de
estudos populacionais).

Razao, proporcao, proporcionalidade

~ ~ L, . a , .
Uma razao é uma fragao numérica 7 também escrita na forma a : b, em ambos os casos

exige-se a e b € R, b # 0; uma propor¢ao é uma igualdade de duas razoes; quando duas

“Este valor ¢ o valor limite da soma simbdélica Y- % =1+ % + % + % + % +---. Esse ndmero ¢
denominado base dos logaritmos naturais.

®Mais uma vez lancamos mao de conhecimentos anteriores, sem estabelecé-los aqui!

6 A seqiiéncia define o log, de um nimero real positivo a:

. r
a’ — eln — Ina

log,z =y <= o=z
<= ylha=Ihz
Inx

— 1 = —
08a ¥ Ina
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varidveis tém uma razao constante entre elas, dizemos que é uma proporcionalidade, por
X ~ . . e .
exemplo: — = k é uma equacao que estabelece uma proporcionalidade entre as varidveis

Y
x e y. Neste iltimo caso se diz que x varia diretamente com y ou que x é proporcional a
Y.
Observagao 12 (Regras de Proporgao) Dada a propor¢ao

a c
—=—-oua:b=c:d, (*)
b d

a e d sao os extremos, b e ¢ sao os meios e d é a quarta proporcional entre a, b e c.

Quando 0s meios sao iguais, digamos

¢ é a terceira proporcional. Ainda com referéncia a propor¢ao (*), sao vdlidas as sequintes
propriedades:

(a) ad = bc a_ o a—b _ c—d
(C)c y (e) 2 y

b d a+b c+d a+b_c+d
b) 2=% @) === O e~ a

Permutacoes e Combinacoes e o
Binémio de Newton

8 Permutacoes, Combinacoes e Arranjos

Uma permutacao de um conjunto é uma funcao bijetora do conjunto em si mesmo. Uma
permutacao nada mais é que uma ordenacao dos elementos do conjunto. Assim, se um
conjunto tem um elemento, entao sé ha uma permutacao, se tiver dois elementos ha duas
possibilidades. Digamos que o conjunto A seja constituido pelos elementos denominados
de a e b. Nesse caso, podemos tomar a ordenacao “ab“ ou “ba“. Se acrescentamos
um terceiro elemento ¢ ao conjunto A, teremos, para cada ordenacao escolhida para
os elementos de A, trés possibilidades de inserir o elemento ¢, o que indica haver seis
possibilidades de ordenagao para o novo conjunto: “abc, “acb,“cab“, “bac‘, “bca“ e
“cba“. Note que cada ordenacao define uma fungao bijetora do conjunto {a,b,c} em si
mesmo, por exemplo a ordenagao “bca‘ corresponde & fungao

o:{a,b,c} — {a,b,c}

definida por o (a) = b, 0 (b) = c e o (c) = a.
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Observagao 13 A seqiiéncia do raciocinio utilizado no pardgrafo anterior leva a con-
clusao de que o niumero de permutagdes de um conjunto com n elementos (n um nimero
natural) pode ser obtido por um procedimento recursivo (cf. citado & pagina 3, no pard-
grafo anterior o Definicao 2). Esse nimero é exatamente o fatorial do nimero n, como
definido a sequair.

Definicao 8 Se n é um nidmero inteiro natural, entao o fatorial de n, simbolizado por
n!, é definido por

0 =1
(n+1)! = (n+1)n!, VneN.

Desse modo, temos:

0 = 1,11=1,201=2,31=6
41 = 24, 5! =120, 6! = 720, 7!

O fatorial de n aumenta consideravelmente na medida que se aumenta o valor de n. A
titulo de exemplo,

10! = 3628800
200 = 2432902008176 640000
45! = 119622220865 480194 561 963 161 495657 715 064 383 733 760 000 000 000

No estudo de arranjos, permutacoes e combinacoes ¢ importante se ter em mente se
a ordem de apresentacao dos elementos é fundamental ou nao. Ja foi visto que uma
permutacao corresponde a uma ordenacgao de seus elementos, desse modo, o nimero de
permutagoes possiveis é o fatorial de n caso o conjunto tenha n elementos. Dados os
nimeros naturais m e n, com m > n, se A é um conjunto com m elementos, entao
o nimero de subconjuntos de A com n elementos é denominado combinagao de m n a

n e denota-se por ( ZZ ) Por exemplo, se A = {a,b,c}, entdo os subconjuntos de 2

2
exemplo: se B = {a,b,c,d, e}, entdo os subconjuntos d 3 elementos de B constituem a
familia

{{a,b,c},{a,b,d} ,{a,b,e},{a,c,d}{a,c,e}{a,d, e} {b,c,d}, {b,c, e}, {b,d e} {c d e}},

elementos de A constituem a familia {{a, b} ,{a,c},{b,c}}, ou seja, < 5 ) = 3. Outro

3 )= 10. Os elementos das familias de subconjuntos obtidas sao as

combinagoes, por exemplo, nesta iltima familia, {a, b, ¢} ¢ uma combinagao de 3 elementos
do conjunto B. Um arranjo é uma permutacao de uma combinac¢ao. Desse modo, as
ordenacoes “abc“ e “ach“ sao arranjos diferentes de 3 elementos do conjunto B, embora os
elementos considerados sao os mesmos. Neste caso, para encontrar o mimero de arranjos

. ( 5
o que indica que
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de 3 elementos do conjunto B, basta multiplicar o nimero de combinagoes obtido por
3! (= 6), ou seja, denotando por A” o nimero de arranjos de n elementos de um conjunto
com m elementos, temos: A3 = 10 x 3! = 60. De uma maneira geral, sao vélidas as
seguintes férmulas, considerando-se a possibilidade n = 0:

(%) = wtm

A = (Z)xm

(m —mn)!
O mimero de arranjos também pode ser considerado como o nimero possivel de fungoes

injetoras, como ilustra o exemplo 22 a seguir

Exemplo 22 Sejam A = {0,1} e B = {a,b,c}.a tabela a sequir dd os valores das pos-
stveis funcoes injetoras de A em B

v filw) | fa(x) | fs(@) | falz) | f5(2) | fo(2)

0 a a b b c c
1 b c c a a b

Outro componente importante na formagao de “arranjos* de subconjuntos de um dado
conjunto é a repeticao de elementos. Apresentaremos apenas o arranjo com repeticao. Isto
corresponde ao nimero de possibilidades de se construir fungoes. Considere os conjuntos
A com n elementos e B com m elementos. O nimero de possiveis fungoes de A em B
corresponde ao nimero de arranjos com repeticao de termos (ou simplesmente arranjos
com repeticao) de “n m a m*.

Exemplo 23 Sejam A = {a,b,c} e B = {0,1}.a tabela a sequir dd os valores das pos-
stveis fungoes de B em A

| filx) | folx) | fs(x) | fulz) | 5(z) | fo(z) | fr(x) | fs(@) | folx)
0 a a a b b b c c c
1 a b c a b c a b

Observe que as colunas apresentam na verdade arranjos com repeticao dos elementos de
A, “tomados 2 a 2“ Jd a prérima tabela apresenta os valores das possiveis fungoes de A
em B

| gi(r) | g2(x) | g3(x) | 9a(x) | g5(®) | g6 () | g7 () | g5 (2)
al 0 0 0 0 1 1 1 1
bl 0 0 1 1 0 0 1 1
cl 0 1 0 1 0 1 0 1

Novamente, as colunas apresentam arranjos com repeticao dos elementos de B, “tomados
3a3d”
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A notacao utilizada para o nimero possivel de arranjos com repeticao de m n a n é
(AR)." e mostra-se que esse valor é dado pela férmula (AR)"" = m™ (confira os resultados
dados nas tabelas do exemplo 23, e observe que nao é necessario exigir n < m). Um
exemplo curioso é o nimero de possibilidades de resultados da loteria esportiva. Sao
13 jogos com trés resultados possiveis para cada jogo: coluna 1, coluna 2 ou coluna 3.
Se o conjunto dos jogos for denotando por J = {ji, j2, -- -, ji3} e o dos resultados por
R = {c1, ¢9, c3}, entdo o conjunto dos resultados possiveis pode ser identificado como a
familia das fungoes de J em R, cujo mimero de elementos & (AR)%, = 3'% = 1594 323.
Outro exemplo curioso, ligado & probabilidade: Considere as possiveis datas de aniversario
(sem levar em conta o ano de nascimento), representadas pelos elementos de um conjunto
A com 365 elementos, e 50 pessoas representadas pelos elementos de um conjunto P.
Se f é a funcao cujo valor é a data de aniversdrio de cada pessoa, f : P — A, entao
para nao haver coincidéncia de datas de aniversdrio, é necessdrio e suficiente que f seja
injetora. O nimero de possibilidades para f é (AR)§25 = 50%%°, enquanto que o nimero
de possibilidades de que nao haja coincidéncia é, conforme a observacao que precede o
exemplo 22 A3 = (3635‘3_5’é0)! = 365 A probabilidade de que ndo haja coincidéncia é
portanto

AR S 169
R = o 24188 10
365

Conclusao: é quase nula a probabilidade de nao haver coincidéncia.

9 O Binotmio de Newton

O Binomio de Newton é o desenvolvimento de expressoes algébricas do tipo (a + x)" com
n € N. Usando as notagoes da secao 8, o Teorema do Binémio de Newton afirma que

(a+z)" = i(;;L)akx”_k

k=0
|
o n n—1 n: 2 n—2 .
= 2+ nax +—2!(n_2)!ax +
n!
_i_—akxn_k + e + ak

K (n— k)]

Os exemplos a seguir ilustram a férmula do Bindémio de Newton com resultados j& con-
hecidos.

Exemplo 24

0
0 . 0 0!
(a+x)0=Z(k)akx k:<0)a0x0=m=1

k=0
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Exemplo 25

1
(a+2)' = Z(i)akxlk: ( é)aoxl—k ( } >a1x0
k=0

1! 1!
= mm—l—ma:x—l—a

Exemplo 26
(2
2 _ k, 2k
(a+x)" = ,;_ (k)ax

0
_ 2 0,..2 2 1.1 2 2_0
—(0>ax+<1)ax+(2)a:r

o2, 2 o
= o Tt g

Progressoes aritméticas e
geométricas

Uma fungao de N no conjunto dos niimeros reais ¢ denominada sucessao de nimeros. Para
se apresentar uma tal funcao, basta compor a lista de seus valores, desde que se possa ter
uma “lei de formacao“. Assim, apresentar a funcao f : N — R, é equivalente a construir
a lista infinita

FOL L)), f(n),

ou, para simplificar, escrevendo, para cadan € N, f (n) = ay,
Ao, A1, A2, ,Qp,y " " *

daf o nome sucessao.

Estudaremos apenas dois tipos de sucessoes de niimeros: progressoes aritméticas (PA)
e progressoes geométricas (PG). Para simplificar, usaremos as func¢oes de dominio N* =
{n € N|n # 0}, para ter coeréncia com a expressao n-ésimo termo da sucessao (ay,).

Definicao 9 Uma sucessao ay,as,--- ,ap, -+ de numeros reais é uma progressao arit-
mética (PA) se cada termo é obtido do anterior somando-se um valor constante denomi-
nado razao.

Exemplo 27 A sucessao 3,7,11,15,19,--- é uma PA de razao 4.

Férmulas:
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1. n-ésimo térmo: se, numa PA, a; = a e a razdo é d, entdo a, = a+ (n —1)d.

2. A soma dos n primeiros térmos de uma PA é dada pela férmula

n
Sn = 5 (Cll +Cln>

g[2a+(n—1)d]

Definicao 10 Uma sucessao ay,as, -+ , 0y, -+ de nimeros reais é wma progressao ge-

ométrica (PG) se cada termo é obtido do anterior multiplicando-se por um valor constante
denominado razao.

Exemplo 28 A sucessao 2,6,18,54,162,--- é uma PG de razdo 3.

Férmulas:

1. n-ésimo térmo: se, numa PG, a; = a e a razdo é r, entdo a, = a x =,

2. A soma dos n primeiros térmos de uma PG ¢é dada pela férmula

n_1

g, = o"=b
r—1

_ mn—a,T%l
r—1
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